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O tw·órczości Juliusza Pawła Schaudera 

Twórczość Juliusza Pawła Schaudera jest pozornie różnorodna. 

Prowadził on badania, uzyskując niejednokrotnie wyniki wielkiej wagi, 
w czterech dziedzinach matematyki studiowanyeh zazwyczaj nieza-
leżnie. W istocie twórczość ta wykazuje wielką ciągłość: Schauder nie 
ograniczał się do jednej dziedziny, starał się zawsze dotrzeć do źródła 
problemów, orientował się, że wymagają one niejednokrotnie stosowa-
nia metod różnych od powszechnie przyjętych. Myśl jego rozwijała się 

nie zważająe na klasyfikujące wiedzę przegrody, które umysły naprawdę 
oryginalne zawsze obalają. 

Jego niezwykłe zdolności szły w parze z pięknymi cechami charak-
teru: był bardzo pracowity i dokładny. Nie narzucał sobie zagadnień -
badał te, które narzucają się same. Twórczość jego nie była olśniewającą 
grą, ale ciężką pracą uwieńczoną stworzeniem 1netody, której doskona-
łość wskazuje drogi dalszemu rozwojowi nauki. 

Teoria całki była przedmiotem jego pierwszyeh prac. 'V tezie 
swej [l] zajmuje się miarami powierzchniowymi w przestrzeni eukli-
desowej, zdefiniowanymi przez Jansena i Grossa; w szczególności roz-
szerza zakres stosowalności wzoru Stokesa wyrażająeego eałkę powierzch-
niową przez objętościową. W [8] dowodzi półciągłośei obu tyeh 1niar 
powierzchniowych. W [7] rozważa inny wzór Stokesa - wyrażająey na 
płaszezyźnie eałkę pojedynezą przez podwójną. Daje temu wzorowi 
ogólność, której można by oczekiwać dopiero od znaeznie późniejszyeh 
teorii -funkcji uogólnionych Sobolewa, dystrybucji Schwartza lub poto-
ków de Rahma; stosuje go do rachunku wariacyjnego. vV [6] przepro·wa-
dza wnikliwą analizę przekształceń płaszczyzny w siebie, wyznaczników 
funkcyjnych tych przekształceń, przekształcm1 od wrotnych, zan1iany 
zmiennych w całkach podwójnych -korzysta tu z pojęcia indeksu 
topologicznego. W tym czasie jego pier·wsze prace z topologii algebra-
icznej są już oddane do druku. 

Topologia algebraiczna przestrzeni Banaella powinna dawać 
w szezególnym przypadku klasyezne ·własności przestrzeni euklidesowych 
odkrytr przez J.1. E .• T. Brouwera i J. vV. Alexandera. Nie wierzono 



14 .J. Leray 

wówczas w możliwość takiego uogólnienia, jednak Schauderowi udało 
się je osiągnąć. 

Niech X będzie przestrzenią Banacha, x pnnkten1 przestrzeni X; 
przekształcenie ciągłe przestrzeni X w siebie nazywa się pelnociągle, 

jeśli przeprowadza podzbiory ograniczone X w podzbiory zwarte; dalej 
F(x) oznaczać będzie przekształcenie pełnociągłe. 

Schauder dowodzi twierdzenia o 111mkcie stałyn1: jeśli F(x) prze-
kształca w siebie podzbiór ograniczony i wypukły X, wówczas zawiera 
on punkt stały, tj. taki, że F(x) = x. 

Dowodzi twierdzenia o niezmienniczości obszaru: każde przekształ
cenie wzajemnie jednoznaczne postaci x-F(x) jest homeomorfizmem_ 
i przekształca obszar na obszar. 

Definiuje rząd topologiczny w punkcie y przekształcenia $(x) = 
= x- F(x), określonego na obszarze D i jego ograniczeniu D': rząd jest 
funkcją całkowitoliczbową, addytywną względem D; określony jest, 
gdy y tt $(D') -jeśli ten warunek pozostaje spełniony, rząd nie ulega 
zmianie przy ciągłej zn1ianie danych. .Jest równy O, gdy y tf (j) (D), i ± l, 
gdy $ jest wzajemnie jednoznaczne i ?/ E$(D). Bząd przekształcenia 

x- F(x), określonego na D w punkcie y = O, nazywa się indeksenL zupeł
nym punktó'v stałych przekształcenia F zawartych w D. W ten sposób 
określony jest indeks dla dowolnego ograniczonego, izolowanego zbioru 
punktów stałych F . . Jest to funkcja addytywna zbioru o wartościach 
całkowitoliczbowych. Ciągła zmiana danych nie zmienia jej wartości, 

jeśli tylko pozostaje określona. Np. indeks punktu zerowego funkcji 
analitycznej $(x) zmiennej zespolonej x jest krotnością zera w tynt 
punkcie - jest to liczba dodatnia. Te własności indeksu punktów stałych 
pozwoliły ustalić istnienie rozwiązania, a niejednokrotnie i jednoznacz-
ności dla wielu ważnych problemów analizy. 

"\Viadomo na jakiej drodze J( Riesz osiągnął dowód alternatywy 
Fredholma dla równości liniowych postaci 

x-F(x) = y (y dane). 

Uogólnienie to jest bezpośrednią konsekwencją twierdzenia o niezmien-
niczości obszaru. Zanotujmy jeszcze, 7.e uogólnienia innych twierdzel't 
I. Fredholma otrzymał Schauder w [12]: bada tam w przestrzeni dual-
nej przekształcenia sprzężone. Schander dowodzi swego twierdzenia, 
o punkcie stałym w [10]. 'V [3], [4] i [10] po<laje jego warianty stoso-
walne tylko do pewnych przestrzeni Banacha. Przypomnijmy, że G. D. 
Birkhoff i O. D. Keilog dowiedli tego twierdzenia dla pewnych vrze-
strzeni funkcyjnych. Twierdzenia o niezmienniczości obszaru dowodzi 
w [9] i [ 17]; ogranicza się do pewnych przestrzeni Banacha, ale badanie 
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rzędu topologicznego przekształcenia superponowanego da ogólny i prosty 
dowód tego twierdzenia. Rząd topologiczny przekształcenia i indeks 
punktów stałych Schauder określa i bada w [19], [18] stanowi stresz-
czenie wyników; w [33] podana jest dyskusja tych zagadnień. Twierdze-
nie o punkcie stałym było następnie udowodnione przez A. Tichonowa 
dla przestrzeni lokalnie wypukłych. Schauder przewidział możliwość, 

zrealizowaną obecnie, udowodnienia dla tych przestrzeni wszystkich 
twierdzeń poprzednich, twierdzeń J. W. Alexandera o izomorfizmie grup 
Bettiego uzupełnień zbiorów domkniętych homeomorfieznych i wzoru 
Lefschetza dla punktów stałyeh. Ale już inne zagadnienia przykuły jego 
uwagę: teoria równań różniezkowych cząstkowych. 

Do odkryć, które omówiliśn1y, nie doprowadziły Schaudera rozwa-
żania abstrakcyjne. Na temat wyjaśniony przez jego odkrycia teore-
tycy przestrzeni abstrakcyjnej nie umieli powiedzieć nic ponad to, że 

fakt, iż przestrzeń Hilberta jest hon1eomorficzna ze swymi podroznlaito-
ściami liniowymi wymiaru nieskończonego, dowodzi niestosowalności 

twierdzenia o niezmienniczości obszaru i topologii algebraicznej \V prze-
st.rzeniach nieskończenie wymiarowych. Szukając teorii równań nieli-
niowych, stosowalnej do problemu nieliniowego Dirichleta, Schauder 
odkrył jednak możliwość takiego zastosowania. Podobnie I. ]"redholn1 
stworzył teorię równań funkcyjnych liniowych, szukając funke.ji harnlo-
nicznych spełniających warunki brzegowe. 

R.ównania różniczkowe cząstkowe drugiego rzędu typu 
eliptycznego były niejednokrotnie przedmiotem badali Schaudera. 
,Jego prace zawierające cytowane przed chwilą twierdzenia topologiczne 
zawierają również zastosowania tych twierdzeń do równań całkowych, 
zagadnienia Cauchy'ego, najczęściej do nieliniowego zagadnienia Dirich-
leta. Oswobadza tam twierdzenia egzystencjalne od założe1i gwarantują
cych jednoznaczność. Jednym z najbardziej godnych uwagi jest ·w-ynik 
zawarty w [19], otrzymany za pomocą metod sygnalizowanych \V [1.~] 
i rozwiniętych w [21 ]. Zagadnienie Dirichleta jest, jak wiadonw, roz-
wiązalne w obszarze wypukłyn1 dla równania quasiliniowego typu elip-
tycznego postaei 

( 
i)z oz) o2z ( oz oz) iJ2z 

a X' :lf' z' ax ' oy i)x2 + 2b X' Y' z' &x ' &y &xay + 

( 
&z i)z ) ()2z +c X 'Y z - - -·- = o 

' . '. ' &x ' iJy iJy2 

Twierdzenie to było udowodnione przez S. Bernsteina przy założeniu, 
że a, b i c nie zależą od z. Rozwiązanie jest wówezas jednoznaczne. Metoda 
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podana przez Schaudera unika użycia ciężkiego aparatu szeregów nor-
malnych Bernsteina, wymagającego zresztą analityczności zadanych 
funkcji. Stosuje on natomiast najbardziej precyzyjne twierdzenia z teorii 
liniowego zagadnienia Dirichleta. Nota [24] zawiera interesujące zasto-
sowanie tej metody, pozwalające zrewidować oraz uzupełnić piękne bada-
nia nieliniowego zagadnienia Dirichleta drugiego rzędu dla dwu zmien-
nych niezależnych przeprowadzone przez Bernsteina. Schauder zadowo-
lił się tylko zapoczątkowaniem takiej rewizji. 

Uwaga jego skupiła się na liniowym zagadnieniu Dirichleta. Dla 
konstrukcji regularnych rozwiąza{t tego problemu konstruowano pod-
stawowe rozwiązanie osobliwe, a za jego pomocą potencjały, których 
gęstości wyznaczało pewne równanie Fredholma. Postępowanie to sto-
sowane do równania Laplace'a jest proste, daje explicite rozwiązanie 
i pozwala wygodnie badać jego własności. Sytuacja jest jednak zupełnie 
inna, gdy stosuje się je do równania liniowego o zmiennych współczyn
nikach. Nie daje ono wtedy rozwiązania, staje się natomiast żmudnym 
dowodem twierdzenia o istnieniu. Schauder podaje bezpośredni dowód 
tego twierdzenia. Wykazuje on, że zagadnienie Dirichleta jest rozwią
zalne, gdy norma tego rozwiązania, założywszy jego istnienie, może być 
zmajoryzowana przez pewne funkcje danych; wykonuje explicite tę 

"majoryzację a priori" wykorzystując w zręczny sposób własności rów-
nania Laplace'a. 

Postępowanie to naszkicowane jest w [16] i rozwinięte w [20]. 
Rozwiązanie jego rozpoczyna Schauder od sprecyzowania właściwości 

potencjałów newtonowskich warstwy pojedynczej i podwójnej. Ponie-
waż jednak O. D. Keilog wyprzedził go w tych badaniach ukazała się 

tylko pierwsza część pracy: [13] i [14]. Wtedy Schauder publikuje 
w [22] pierwszą wersję swej metody, po roku daje w [26] drugą -nie-
zwykle elegancką i krótką. Dziewięć stronic [26] i sześć stanowiących 

IV rozdział [22] stanowią pełną teorię liniowego zagadnienia Dirichleta. 
Nota [23] podaje jej ważny wariant. Teoria ta odznacza się godną po-
dziwu prostotą i wnikliwością. 

W wykładzie [32] przedstawia Schauder z wielką jasnością istotę 
tej metody i proponuje stosowanie jej dó równań eliptycznych dowol-
nego rzędu. Rzeczywiście, piętnaście lat później zagadnienie Dirichleta 
zostało zręcznie rozwiązane za pomocą szacowania a priori nonny jego 
rozwiązania, przez M. I. Wiszika (1951), L. Gardinga (1951) i F. E. 
Browdera (1952 -1956). 

Równania różniczkowe cząstkowe drugiego rzędu typu 
hiperbolicznego były dopiero co przedmiotem słynnej rozprawy Irada-
rnarda ".~agadnienie Cauchy'ego i równania różniczkowe cząstkowe liniowe 
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typu hiperbolicznego" (1932). Radarnardowi udało się rozwiązać to 
zagadnienie dla dowolnej liczby zmiennych. Rozwiązanie jego było ana-
logiczne do klasycznego rozwiązania zagadnienia Dirichleta: konstrukcja 
rozwiązania podstawowego i za jego pośrednictwem potencjałów, lecz 
definicja tych ostatnich była bardzo subtelna -trzeba było brać części 
skończone całek. Postępowanie to było względnie proste w przypadku 
równa:ri liniowych ze stałymi współczynnikami, komplikowało się jednak 
w przypadku zmiennych współczynników. Da wało wprawdzie pewne 
wyrażenie rozwiązania zagadnienia Cauchy'ego, ale nie dawało możli
wości badania własności tego rozwiązania, rozwiązania nieliniowego 
zagadnienia Cauchy'ego ani zagadnienia typu Cauchy-Dirichleta (zaga-
dnienia mieszanego). 

Schauder używa dla zagadnienia Cauchy'ego i zagadnienia miesza-
nego (liniowego lub nie) innej metody, analogicznej do użytej dla pro-
blemu Dirichleta: opiera się na majoryzacji a priori _ rozwiązania i na 
możliwości rozwiązania zagadnienia w przypadku szczególnym. Za pomocą 
nierówności Sobolewa otrzymuje on majoryzację a priori z prawa zacho-
wania energii, ściślej z uogólnienia tego prawa użytego przez K. Friedrichsa 
i H. Lewy'ego, przy rozwiązaniu zagadnienia Cauchy'ego za pomocą 
równań różnicowych. Rozpatrywanym przypadkiem szczególnym nie 
jest już, jak przy zagadnieniu Dirichleta, równanie o współczynnikach 
stałych, lecz zagadnienie z danymi analityeznymi. Sehauder korzysta 
tu z twierdzenia Cauchy-Kowalewskiej. 1\'Iówiąc śeiślej, uzupełnia to 
twierdzenie jak następuje: zagadnienie liniowe ma rozwiązanie holo-
morfiezne w obszarze zależącym tylko od obszaru holomorfiezności 
zadanych funkcji i współczynników ró·wnania. To uzupełnienie pozwoli 
później na badanie osobliwości rozwiąza{t równali różniezkowyeh eząstko
wyeh liniowych analitycznyeh. 

Tą metodą rozwiązuje Schauder zagadnienie Cauchy'ego w [25] 
i [28], później, wspólnie z M. Krzyżańskim, zagadnienie mieszane w [27] 
i [28]. W [33] podaje jej piękny wariant, wymagający minimalnych 
założe!l, stosująey się do równania rzędu pierwszego i do układu rów-
nań rzędu pierwszego dwu zmiennych niezależnych. Idzie ciągle o rów-
nania hiperboliczne liniowe lub nieliniowe. "V [29] streszcza wyniki 
tych ezterech prae. 

I. Pietrowski jest wówezas w trakeie uogólniania jego metody na 
równania dowolnego rzędu (1\'Iat. Sbornik 1937). Sehauder czyni dal-
sze odkryeia; być może te, które anonsuje [31] i ostatnie wiersze [28]. 

'Vojna przynosi śmierć jemu jego żonie. 

* * 
* 
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Zapoczątkować topologię algebraiczną przestrzeni Banacha, spro-
wadzić klasyczne zagadnienia teorii równań różniczkowych do dowodu 
skończoności normy pewnych przekształceń liniowych przestrzeni funkcyj-
nych, to znaczy być uczniem Stefana Banacha i jednocześnie wielkim 
prekursorem. 

Schauder był również współpracownikiem Banacha; dowiódł w [11] 
twierdzenia, w którego prawdziwość Banach wierzył, udowodniwszy jego 
najważniejszy wniosek. Twierdzenie to jest dziś znane pod nazwą twier-
dzenia Banacha. Nazwa ta spotkałaby się na pewno z aprobatą Schaudera, 
bo wielka była jego wdzięczność i podziw dla Banacha. 

Schauder pozostawał również pod innymi wpływami. Właśnie dla-
tego, że badania Bernsteina i Radarnarda pasjonowały go, stworzył 

metody lepsze od używanych przez nich. Trzeba zacytować tu jeszcze 
nazwiska L. E. J. Brouwera, G. D. Birkhoffa i O. D. Kelloga, był 

również uczniem H. Poincarego, który w nocie o swych pracach powie-
dział: "Co do mnie, wszystkie drogi, na które wstępowałem kolejno, pro-
wadziły mnie do topologii". Schaudera zaprowadziła tam droga zupełnie 
inna. 
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